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1	 Von Choroplethenkarten  
zu 3D-Oberflächen

Die am häufigsten verwendeten Grundda-
ten für räumliche Analysen in der großräu-
migen Planung sind Aggregate für flächen-
hafte Bezugseinheiten, zum Beispiel die 
Anzahl der Einwohner für Gemeinden, Krei-
se oder Planungsregionen. Die absoluten 
Zahlen werden in den meisten Fällen nor-
miert, indem man die Variable durch eine 
Bezugsgröße dividiert, etwa durch den Flä-
cheninhalt der Einheit, die Einwohnerzahl 
oder die Zahl der Erwerbstätigen. Durch 
die Normierung wird die unterschiedliche 
Größe der Bezugseinheiten neutralisiert. Es 
entstehen relative Kennzahlen, mit denen 
interregionale Vergleiche und die Aufde-
ckung von regionalen Disparitäten besser 
möglich sind. 

Die häufigste Darstellungsform für relative 
Daten ist die Choroplethenkarte. Der Zah-
lenbereich einer Variablen wird in Klassen 
eingeteilt. Die Klassenzugehörigkeit wird 
durch eine Signatur (Farbe, Muster) für 
jede Flächeneinheit in der Karte repräsen-
tiert. Choroplethenkarten haben den Vor-
teil, dass durch die Vereinfachung des Va-
riablenraums auf wenige Klassen die Ana-
lyse und der Vergleich erleichtert werden. 
Auch weniger geübte Kartennutzer können 
eine Choroplethenkarte gut interpretieren, 
vorausgesetzt, die grundsätzlichen Regeln 
für die Anwendung der visuellen Variab-
len wurden eingehalten. Mit der heute übli-
chen technischen Unterstützung der Raum-
analyse durch Geo-Informationssysteme 
und kartographische Software ist die Her-
stellung einer Choroplethenkarte sehr ein-
fach und schnell.

Die Choroplethenkarte hat den Nachteil, 
dass aus dem graphischen Bild der Karte nur 
die Klassenzugehörigkeit der Bezugseinhei-
ten ersichtlich ist. Der tatsächliche Wert der 
Variablen für jede Einheit bleibt dem Kar-
tenleser verborgen. Es gab zwar Versuche, 
durch proportionale Helligkeit oder varia-
blen Schraffurabstand den ursprünglichen 
Variablenwert für jede Einheit rekonstruie-
ren zu können.1 Wie sich bald herausstellte, 

ist das menschliche Auge-Hirn-System aber 
überfordert, um die kleinen Helligkeitsun-
terschiede zu erkennen und in den richti-
gen Bezug zu den Zahlenwerten zu setzen.

Dreidimensionale Karten

Mit den neuen Medien, insbesondere der 
CD-ROM/DVD und dem Word Wide Web, 
wurden die Verbreitungswege und Darstel-
lungsmöglichkeiten für Karten erweitert. 
Es ist jetzt möglich, die zweidimensiona-
len Karten in die dritte Dimension auszu-
dehnen, etwa durch interaktive perspekti-
vische Darstellungen oder Stereogramme.2 
Die größten Nachteile von perspektivischen 
Zeichnungen auf Papier – etwa die Verde-
ckung von Teilen der Karte, optische Täu-
schungen oder die fehlende Ausmessbarkeit 

– werden durch interaktive Hilfsmittel besei-
tigt. Die dreidimensionale Karte kann durch 
Bewegen des Mauszeigers beliebig gedreht 
und gekippt werden, Entfernungen und 
Richtungen lassen sich durch Setzen von 
Marken bestimmen. Durch Anklicken oder 
Überfahren einer Einheit mit dem Mauszei-
ger können die der Darstellung zugrunde 
liegenden Werte und noch andere Informa-
tionen direkt in einer Sprechblase oder ei-
nem Fenster sichtbar gemacht werden.

Es liegt deshalb nahe, nicht nur Teile der 
Erdoberfläche als 3D-Blockbild darzustel-
len, sondern auch dreidimensionale Cho-
roplethenkarten für räumliche Analysen zu 
nutzen. Die Höhe der Prismen über den Po-
lygonen der Bezugseinheiten ist propor
tional zum Wert der relativen Variablen. Der 
Vergleich der Einheiten ist nicht durch die 
Generalisierung auf Klassen eingeschränkt. 
Auf der anderen Seite bleiben die Klas-
sen aber durch die Einfärbung der Prismen 
mit unterschiedlichen Farben erhalten, am 
besten mit farbkodierten Höhenstufen zur 
schnellen Abschätzung der Höhe (Abb. 1a).

3D-Choroplethenkarten vs. stetige  
Oberflächen

Der Mensch hat wie Tiere auch im Laufe 
seiner Entwicklung gelernt, aus den zweidi-
mensionalen Bildern auf der Netzhaut bei-
der Augen eine dreidimensionale Szene zu 
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Temperatur oder Stärke des Erdmagnet-
feldes, fallen in diese Kategorie.

•	 Quasi-kontinuierliches Modell: Das Mo-
dell, mit dem ein Sachverhalt durch Zah-
len beschrieben wird, ist kontinuierlich 
oder zumindest so feinkörnig, dass es als 
kontinuierlich aufgefasst werden kann. 
Ein Beispiel aus der räumlichen Planung 
sind Zeitentfernungen und Erreichbar-
keitswerte.

•	 Übergang von Diskreta zu Kontinua: 
Bei der für die großräumige Analyse ad-
äquaten Körnigkeit wachsen diskrete 
Verteilungen so zusammen, dass sie als 
kontinuierliche Phänomene angesehen 
werden können.

•	 Verknüpfung von naturräumlichen und 
sozioökonomischen Variablen: Ein Zu-
stand oder Prozess im Raum wird durch 
einen Indikator beschrieben, der durch 
Verknüpfung von naturräumlichen und 
sozioökonomischen Variablen entsteht. 
Die Grenzen von naturräumlichen Ver-
breitungsgebieten stimmen nur selten 
mit administrativen Grenzen überein. Die 
Darstellung als Teil- oder Schnittmengen 
in den administrativen Einheiten wird der 
Verteilung des Indikators im Raum nicht 
gerecht. Die starken Sprünge an den 
Grenzen der Gebietseinheiten entspre-
chen nicht der tatsächlichen Verteilung 
auf der Bezugsfläche.

rekonstruieren. Das stereoskopische Sehen 
war entwicklungsgeschichtlich die Voraus-
setzung für die optische Kontrolle der Fein-
motorik beim Werkzeuggebrauch, aber ge-
nauso wichtig für die Abschätzung der Di-
stanzen bei der Jagd und auf der Flucht 
vor Raubtieren. Die mentale Rekonstruk
tion der dreidimensionalen Realität scheint 
umso besser zu funktionieren, je mehr Hel-
ligkeitsabstufungen das zweidimensiona-
le Bild enthält. In Abbildung 1 sind eine 3D-
Choroplethenkarte und eine kontinuierli-
che Oberfläche nebeneinander dargestellt. 
Beide Karten repräsentieren die gleiche Va-
riable. Bei der Choroplethenkarte sind die 
Deckel der Prismen parallel zur Bezugsebe-
ne angeordnet, jede Klasse erhält den glei-
chen Helligkeitswert. Bei der stetigen Ober-
fläche ist die Variation der Helligkeits- und 
Farbwerte größer. Der Winkel der Oberflä-
che zur Lichtquelle und damit die berech-
nete Helligkeit ändern sich häufiger. Die 
stetige Oberfläche ergibt ein angenehmeres 
Bild und wird wahrscheinlich besser erfasst.

Die Darstellung von Daten für die Raum-
analyse als stetige Oberflächen kann ein 
geeignetes Komplement zu den Chorople-
thenkarten sein. Dies aus folgenden Grün-
den:

•	 Kontinuierliches Modell: Der Sachver-
halt bzw. dessen Modell ist von Natur aus 
kontinuierlich. Die meisten geophysikali-
schen Variablen, zum Beispiel Luftdruck, 

a) 3D-Choroplethenkarte b) Kontinuierliche Oberfläche 

Abbildung 1

a) 3D-Choroplethenkarte. Die Höhe der Prismen ist proportional zum Datenwert 
b) Stetige Oberfläche mit dem gleichen Durchschnittswert für jede Bezugseinheit, aber Variationen in der Höhe innerhalb einer Einheit
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punkten zusätzliche Punkte eingesetzt. Für 
jeden dieser Interpolationspunkte wird ein 
Höhenwert aus den Messwerten berechnet. 
Über den Verlauf der Kurve zwischen den 
Messpunkten werden Annahmen getroffen, 
die aus dem gesamten Datensatz, aus dem 
Verhalten in der Nachbarschaft oder aus 
dem Wissen über die Genese der Oberflä-
che abgeleitet werden.

Datenmodelle für die Interpolation von 
Oberflächen

Zur Vereinfachung der Modellierung und 
Verarbeitung der Oberflächen wird ange-
nommen, dass zu jedem Punkt in der Be-
zugsebene nur ein Höhenwert existiert. Sol-
che Oberflächen werden manchmal auch 
2½D-Oberflächen genannt, obwohl die 
Anzahl der Dimensionen eigentlich im-
mer ganzzahlig ist. In einer „echten“ 3D-
Oberfläche sind an einem Punkt in der Be-
zugsebene mehrere z-Werte erlaubt. Damit 
ist es möglich, in der Oberfläche senkrech-
te Wände, Überhänge und Höhlen einzu-
beziehen. Die in Abbildung 1 dargestellten 
Seitenwände liegen außerhalb der Oberflä-
che.

Für die Anordnung der Interpolationspunk-
te auf der Bezugsebene werden zwei un-
terschiedliche Modelle angewendet: ein-
mal das regelmäßige Gitter aus Rechtecken 
(Quadraten) oder gleichseitigen Dreiecken, 
zum anderen das unregelmäßige Dreiecks-
netz (TIN). Die planaren Dreiecke oder 
Rechtecke, gleich oder unterschiedlich groß, 
bilden die Außenhaut der Oberfläche. Sie 
müssen ausreichend klein gewählt werden, 
um den visuellen Eindruck der Kontinuität 
hervorzurufen.

Die einfachste und deshalb auch am häu-
figsten angewandte Datenstruktur für 2½D-
Oberflächen ist ein regelmäßiges Gitter aus 
Rechtecken oder Quadraten. Die Ebene 
wird durch Gitterlinien parallel zu den Ach-
sen des Koordinatensystems geteilt, so dass 
gleich große Rechtecke oder Quadrate ent-
stehen. Den Schnittpunkten der Gitterlini-
en werden die Höhenwerte der Oberfläche 
zugeordnet. Die Gitterstruktur ist sehr ein-
fach in Computerprogrammen zu realisie-
ren, weil in den meisten Programmierspra-
chen Sprachelemente für die Behandlung 
zweidimensionaler Felder vorhanden sind. 
Ein Gitter aus gleichseitigen Dreiecken hat 
einige theoretische Vorteile gegenüber dem 
Rechteck-Gitter, was aber in der prakti-

•	 Repräsentation der dritten Dimension: In 
der Karte sollen der Flächenbezug, aber 
auch die absolute Größe des Indikators 
verdeutlicht werden. Eine Möglichkeit ist 
zum Beispiel die perspektivische Darstel-
lung einer Choroplethenkarte mit höhen-
proportionalen Prismen (Abb. 1a), eine 
andere Möglichkeit eine stetige Oberflä-
che mit Erhaltung des Volumens über je-
der Bezugseinheit (Abb. 1b).

•	 Trend-Oberflächen: Aus den Ausgangs-
werten wird eine kontinuierliche Funktion 
über die Dimensionen der Bezugsebene 
berechnet. Durch die Modellierung als 
Funktion sollen Ungenauigkeiten bei der 
Messung der Werte ausgeglichen oder ein 
genereller Trend in der Verteilung über 
die Erdoberfläche sichtbar gemacht wer-
den.

•	 Räumliche Prädiktion: Aus einer Stich-
probe werden Oberflächen berechnet, 
um Stützpunkten einen Näherungswert 
zuordnen zu können.

Im Folgenden wird die Interpolation von 
stetigen Oberflächen ausführlicher behan-
delt, die aus Daten von Modellrechnungen 
oder aggregatstatistischen Erhebungen be-
rechnet werden. Typische Modellrechnun-
gen in der großräumigen Planung sind die 
Ermittlung von Kennziffern für die Erreich-
barkeit von Infrastruktureinrichtungen, 
etwa die durchschnittliche Reisezeit zum 
nächsten Mittel- oder Oberzentrum im In-
dividualverkehr (Pkw). Aus demographi-
schen und sozioökonomischen Daten, die 
als Aggregate für flächenhafte Bezugsein-
heiten vorliegen, lassen sich ebenfalls steti-
ge Oberflächen konstruieren.

2	 Interpolation von Oberflächen  
aus unregelmäßig verteilten  
Stützpunkten

Die Karten der Lufttemperatur, die wir je-
den Abend im Wetterbericht sehen, wer-
den aus den Messwerten interpoliert, die 
von vielen Wetterstationen auf dem festen 
Land und wenigen Stationen auf den Oze-
anen erfasst werden. Das Netz von unregel-
mäßig verteilten und unterschiedlich weit 
auseinander liegenden Messpunkten wird 
durch eine Art intelligentes Raten so zu 
einer Oberfläche verdichtet, dass der Ein-
druck eines Kontinuums entsteht. Für die 
Interpolation werden zwischen den Mess-
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Für die Interpolationsverfahren mit gewich-
teten Mittelwerten findet man in der eng-
lischsprachigen Literatur unter anderem 
die Begriffe inverted distance weighted in-
terpolation (IDW), moving averages, weigh-

terpunkte unzulässigen Aufwand für die 
Speicherung und Verarbeitung der Dateien 
und noch andere Probleme verursacht. Das 
unregelmäßige Dreiecksnetz (TIN, trian-
gular irregular network)3 ist ein geeignetes 
Datenmodell, um die linienförmigen Ele-
mente in der notwendigen und gewünsch-
ten Auflösung in der Oberfläche zu erhalten. 
Gleichzeitig lässt sich die Netzdichte lokal 
variieren, um sie der Verteilung der Grund-
daten optimal anzupassen (adaptives Netz).

Interpolationsverfahren für unregelmäßig 
verteilte Punkte

„Alles hängt mit allem zusammen, aber nä-
heres hängt enger zusammen“, so das „Ers-
te Gesetz der Geographie“ in der – nicht 
ganz ernst gemeinten – Formulierung von 
Tobler.4 Eine Anwendung dieses „Gesetzes“ 
ist die Berechnung des z-Wertes an einem 
beliebigen Punkt in der Ebene (Interpola-
tionspunkt) aus den z-Werten der benach-
barten Datenpunkte. Für die Berechnung 
des Interpolationswertes geht man von fol-
genden Überlegungen aus:

•	 Der Höhenwert des Interpolationspunk-
tes ist der Durchschnittswert aus den Hö-
hen der benachbarten Stützpunkte.

•	 Ein Stützpunkt, der nahe beim Interpola-
tionspunkt liegt, hat ein höheres Gewicht, 
also einen höheren Anteil am Durch-
schnittswert als ein Stützpunkt, der wei-
ter entfernt ist.

Die z-Werte der benachbarten Stützpunkte 
werden bei der Berechnung des Durch-
schnitts für den Interpolationspunkt mit ei-
nem Faktor gewichtet. Die allgemeine ma-
thematische Formulierung lautet

schen Anwendung kaum eine Rolle spielt. 
Obwohl der zusätzliche programmtechni-
sche Aufwand für ein Netz aus gleichseiti-
gen Dreiecken sehr gering ist, werden Git-
ter aus gleichseitigen Dreiecken kaum ver-
wendet.

Regelmäßige Gitter haben den Nachteil, 
dass linienförmige geometrische Elemen-
te, etwa Gebietsgrenzen, auf den Verlauf 
der Gitterlinien vergröbert werden. Der In-
formationsverlust ist auch bei relativ feinen 
Gittern manchmal nicht akzeptabel. Die 
Verringerung der Gitterweite auf die Auflö-
sung der Linienelemente ist auch nicht im-
mer möglich, weil die große Anzahl der Git-
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Abbildung 2
Erreichbarkeiten der Oberzentren, Individualverkehr

Erreichbarkeit von Oberzentren im Erreichbarkeitsmodell des Bundesinstituts für 
Bau-, Stadt- und Raumforschung im BBR. Die Höhe der Oberfläche ist proportional 
zur durchschnittlichen Fahrzeit in Minuten zum nächsten Oberzentrum.
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ted moving averages, local weighted aver-
aging und noch andere Bezeichnungen.

Die Definition des Gewichtungsfaktors un-
terscheidet die verschiedenen Verfahren 
nach dem gemeinsamen Konzept der ge-
wichteten Mittelwerte voneinander. Das 
Gewicht des benachbarten Punktes und 
damit sein Anteil am Mittelwert kann – im 
Sinne des „Ersten Gesetzes der Geogra-
phie“ – umgekehrt proportional zur Entfer-
nung vom Interpolationspunkt gesetzt wer-
den. Shepard5 benutzt in Analogie zum Gra-
vitationsmodell von Newton den Kehrwert 
der quadrierten Entfernung zur Gewich-
tung der Anteile an der Summe. Am Ort 
des Stützpunktes ist die Steigung der Kur-
ve immer gleich 0, was bedeutet, dass kein 
Punkt in einem Hang liegen kann. Der Algo-
rithmus hat den Vorteil, dass kein Wert der 
Oberfläche größer oder kleiner als die Ext-
remwerte der Stützpunkte sein kann. Das 
Verfahren ist nicht gut geeignet für Mess-
punkte, die – verglichen mit der Auflösung 
des Oberflächennetzes – relativ weit ausei-
nander liegen.

Franke und Nielson6 haben deshalb eine an-
dere Art der Gewichtung vorgeschlagen, die 
visuell bessere Oberflächen ergibt und als 
modified Shepard in einigen GIS-Paketen 
verfügbar ist. Mit der Implementierung von 
Renka7 wurde die Oberfläche in Abbildung 
2 interpoliert (siehe auch Abb. 3 c und d). 
Die Höhe der Oberfläche ist proportional 
zur durchschnittlichen Pkw-Fahrzeit zum 
nächstgelegenen Oberzentrum in Minu-
ten, ermittelt im Erreichbarkeitsmodell des 
Bundesinstituts für Bau-, Stadt- und Raum-
forschung im BBR. Die Oberzentren liegen 
wie zu erwarten in den Tälern der Oberflä-
che (Kugeln in Magenta). Die Linien reprä-
sentieren das Autobahnnetz als schnellste 
Verbindung für den Individualverkehr.

Ein in den Geowissenschaften häufig ange-
wendetes Verfahren ist das Kriging, benannt 
nach dem Bergingenieur Krige. Das Verfah-
ren ist in mehreren Varianten und vielen 
Parametern in vielen GIS-Paketen verfüg-
bar. Es basiert ebenfalls auf der Berechnung 
des Durchschnitts aus den nächsten Nach-
barn mit Gewichtung auf der Basis von geo-
statistischen Methoden (Abb. 3g, h). Die An-
wendung von Kriging erfordert solides Ex-
pertenwissen in der geowissenschaftlichen 
Analyse und Modellbildung und muss des-
halb mit der notwendigen Vorsicht ange-
wendet werden.

Watson8 nutzt bei seinem Verfahren der na-
türlichen Nachbarn die Flächenanteile im 
Voronoi-Diagramm der Messpunkte als Ge-
wichte für die Mittelwertsberechnung. Im 
Verfahren mit minimaler Krümmung (mini-
mum curvature, Abb. 3e) wird das Konzept 
der dünnen elastischen Platte durch die 
Stützpunkte angewendet.9 Die Oberfläche 
geht nicht notwendigerweise exakt durch 
die Stützpunkte, um die Krümmung mathe-
matisch zu minimieren. Mit radialen Basis-
funktionen in verschiedenen Varianten und 
Parametern können ebenfalls stetige Ober-
flächen interpoliert werden10, auch in der 
Option mit einer dünnen Platte (Abb. 3i, j).

b) IDW (Shepard original), Exponent 4

c) Modified Shepard, quadratisch d) Modified Shepard, kubisch

f) Natürlicher Nachbar

g) Kriging, linear + kubisch h) Kriging, kubisch + Gauss

i) Radiale Basis-Funktionen, multi-logarithmisch j) Radiale Basis-Funktionen, dünne Platte

e) Minimale Krümmung

a) IDW (Shepard original), Exponent 2
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Abbildung 3

Oberflächen, die mit dem gleichen Testdatensatz und unterschiedlichen Interpola-
tionsverfahren und Parametern erzeugt wurden (Höhenwerte der Punkte in Karte a 
eingezeichnet).
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Die bei Franke ebenfalls angeführten Para-
meter Rechenzeit, Speicherbedarf und Auf-
wand für die Implementierung sind heute 
aufgrund der Fortschritte in der Computer-
technik und der Verfügbarkeit von geeigne-
ter Software kaum noch relevant.

Man kann die Genauigkeit eines Verfah-
rens zum Beispiel dadurch prüfen, indem 
die Differenzen zwischen den Werten einer 
kontinuierlichen Funktion und an den glei-
chen Punkten interpolierten Werten analy-
siert werden. Dieses Verfahren hat aber we-
nig Aussagekraft für Oberflächen, mit denen 
wir der täglichen Praxis der Raumwissen-
schaften umgehen. Bei der Erdoberfläche 
oder bei geophysikalischen Kontinua sind 
vergleichende Tests mit Datensätzen denk-
bar, die Untermengen eines dichten Net-
zes von Stützpunkten sind (Eichnetz). Die 
mit der Submenge von Stützpunkten inter-
polierten Höhenwerte an den Eichpunk-
ten werden mit den Höhenwerten im Eich-
netz verglichen. Die Abweichungen können 
ein Hinweis auf die Qualität des Verfahrens 
sein.

Die Empfindlichkeit für die Änderung von 
Parameterwerten ist ein kritischer Punkt für 
viele Verfahren. Wenn eine geringe Ände-
rung eines Parameters im Algorithmus eine 
deutlich andere Oberfläche ergibt, ist Vor-
sicht geboten. Dem Anwender wird – nicht 
nur in diesem Fall – nichts anderes übrig 
bleiben, als die Qualität der Interpolation 
anhand der visuellen Erscheinung der Ober-
fläche zu beurteilen. Für die gleichen Aus-
gangsdaten werden mehrere Oberflächen 
mit unterschiedlichen Verfahren interpoliert 
und dargestellt. Die Alternativen werden vi-
suell geprüft, unter Nutzung des Fachwis-
sens zu den Wirkungszusammenhängen 
der Variablen und der Genese der Oberflä-
che. Es wird die Oberfläche ausgewählt, die 
dem Expertenwissen visuell am besten ent-
spricht. Der Vergleich ist natürlich subjektiv, 
und verschiedene Personen werden zu ver-
schiedenen Zeitpunkten zu verschiedenen 
Ergebnissen kommen. Franke äußert aber 
berechtigte Zweifel, dass bei der visuellen 
Inspektion wirklich schlechte und ungeeig-
nete Oberflächen unentdeckt bleiben.

Diese Art des „intelligenten Ratens“ scheint 
eine unwissenschaftliche Methode zu sein, 
weil keine objektiven und nachvollziehba-
ren Kriterien für die Beurteilung des Verfah-
rens und seine Eignung für einen bestimm-
ten Zweck herangezogen werden. Die vi-

Andere Konzepte nutzen die Spline-Verfah-
ren mit Dreiecksnetz (zum Beispiel Ren-
ka11). Aus den Messpunkten wird ein Drei-
ecksnetz erzeugt und für jedes Dreieck eine 
quadratische oder kubische Gleichung an-
gesetzt. Die Koeffizienten aller Gleichun-
gen werden so adjustiert, dass die Oberflä-
chen der Dreiecke glatt ineinander überge-
hen und insgesamt eine stetige Oberfläche 
bilden. Wie bei der Variante „dünne Platte“ 
der radialen Basisfunktionen (Abb. 3j) kön-
nen die Parameter so gesetzt werden, dass 
die Oberfläche nicht exakt durch die Stütz-
punkte gehen muss, zugunsten der glat-
ten Form der Oberfläche. In Programmen, 
die speziell auf die Interpolation und Kar-
tierung von Oberflächen ausgerichtet sind, 
etwa das Programm Surfer12, findet man 
noch weitere Verfahren und Varianten. 

Alle Interpolationsverfahren für Punkte 
sind sowohl für regelmäßige Gitter als auch 
für unregelmäßige Dreiecksnetze (TIN) an-
wendbar. Im Fall des regelmäßigen Gitters 
wird die Auflösung der Oberfläche, meistens 
weit höher als die Dichte der Datenpunk-
te, durch die Maschenweite vorgegeben. Für 
die Verdichtung des Dreiecksnetzes werden 
Verfahren zur Erzeugung von Qualitätsnet-
zen angewendet (dazu später mehr).

Welches ist das  
beste Interpolationsverfahren?

In Abbildung 3 wird deutlich, dass aus 
dem gleichen Datensatz viele verschiede-
ne Oberflächen interpoliert werden können. 
Der Anwender steht nun vor dem Problem, 
aus den vielen Optionen in seinem Pro-
grammpaket das für seine Daten am bes-
ten geeignete Interpolationsverfahren zu 
finden. Gleich vorweg: Es gibt kein optima-
les Verfahren, deshalb kann die Frage in der 
Kapitelüberschrift nicht beantwortet wer-
den. 

Wie beurteilt man nun die Qualität der in-
terpolierten Oberfläche und damit die Qua-
lität und Eignung des Interpolationsverfah-
rens? Franke13 gibt einige Anhaltspunkte für 
die Maßstäbe, die an ein Interpolationsver-
fahren und die damit erzeugten Oberflä-
chen anzulegen sind:

•	 Genauigkeit

•	 visuelle Erscheinung 

•	 Empfindlichkeit für Parameter-Änderun-
gen. 
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die absoluten Werte der Residuen als Säulen 
im gleichen Höhenmaßstab wie die Ober-
fläche dargestellt. Das  negative Vorzeichen 
(Quote kleiner als der Trend) ist durch die 
Farbe Cyan, das positive Vorzeichen (Quo-
te größer als der Trend) durch Magenta re-
präsentiert. In Süddeutschland sind die Re-
siduen insgesamt geringer als in den ande-
ren Regionen. Das Land Berlin und die un-
mittelbar benachbarten Regionen haben 
eine geringere Arbeitslosenquote, als der 
Trend anzeigt (Säulen in Cyan), andere Re-
gionen eine höhere Arbeitslosenquote (Säu-
len in Magenta).

Andere in den Raumwissenschaften ange-
wandte Methoden für die Aufdeckung und 
Visualisierung von räumlichen Mustern er-
zeugen ebenfalls stetige Oberflächen. Diese 
Verfahren sind aber keine Interpolationen 
im bisher benutzten Sinn. Die Oberfläche 
ist keine räumliche Prädiktion, also eine Art 
intelligentes Raten der Eigenschaften zwi-
schen den Stützpunkten, sondern das Er-
gebnis der Modellbildung aufgrund eines 
mathematischen Verfahrens. Beispiele für 
diese Methoden sind die Kerndichte-Schät-
zung in verschiedenen Varianten (KDE, ker-
nel density estimation)15 oder die Potenzial
analyse16. Diese Methoden ergeben zwar 
eine kontinuierliche Oberfläche, aber Höhe 
und Verlauf der Kurve stehen nicht in un-
mittelbarem und direkt sichtbarem Bezug 
zu den Ausgangsdaten.

suelle Inspektion unter Nutzung des Ex-
pertenwissens ist aber meistens die einzig 
sinnvolle Möglichkeit der Beurteilung. Vor-
aussetzung für die visuelle Prüfung sind ad-
äquate Werkzeuge für die Darstellung der 
Oberfläche. In dieser Hinsicht sind seit der 
besagten vergleichenden Untersuchung 
von Franke große Fortschritte gemacht wor-
den, etwa durch die Techniken der foto
realistischen Darstellung, durch interaktive 
Umgebungen und stereoskopische Darstel-
lungsverfahren.

2.4	 Trend-Oberflächen

Bei den bisher betrachteten Verfahren ver-
läuft die Oberfläche möglichst exakt durch 
die Stützpunkte, das Kriterium für die Er-
haltung der Ausgangsdaten in der interpo-
lierten Kurve. Geht man von dieser Forde-
rung ab und lässt Abweichungen am Ort der 
Messpunkte zu, steht ein Verfahren zur Vi-
sualisierung von großräumigen Trends zur 
Verfügung. Für die Konstruktion von Trend-
Oberflächen wird durch alle Stützpunkte 
ein bivariates Polynom höherer Ordnung 
berechnet, für das die Summe der Abwei-
chungsquadrate ein Minimum ist (Verfah-
ren der kleinsten Quadrate, in Englisch least 
squares oder als Kürzel LSQ14). Die Ordnung 
oder der Grad des Polynoms definiert die 
Anzahl der Extremwerte in der Oberfläche, 
also die Berge und Täler.

In der praktischen Anwendung sind Poly-
nomgrade bis zum Wert 8 oder 10 sinnvoll, 
weil bei höheren Polynomen Extremwerte 
entstehen, die durch das Rechenverfahren 
und nicht die Daten verursacht sein können. 
Abbildung 4 ist die Fotografie eines rea-
len 3D-Modells mit einer Trend-Oberfläche 
fünften Grades. Der räumliche Trend der 
Arbeitslosenquoten in den östlichen Bun-
desländern liegt höher als in Süddeutsch-
land, was zu erwarten war. Die relative Ab-
weichung (goodness of fit) von der idealen 
Oberfläche, die exakt durch die Stützpunkte 
gehen würde, liegt in diesem Fall bei 87  %. 
Bei höherem Polynomgrad erhöht sich die-
se Zahl meistens.

Genauso wichtig wie die Trend-Oberfläche 
für die Beurteilung der räumlichen Situa-
tion ist die Analyse der Residuen. Die Resi-
duen sind die Abweichungen zwischen dem 
originalen z-Wert des Datenpunktes und 
dem Wert des Polynoms am Ort des Daten-
punktes. Im Modell der Abbildung 4 sind 

Abbildung 4

Trend-Oberfläche 5. Grades der Arbeitslosenquoten (Raum-
ordnungsregionen). Die Höhe der Säulen ist proportional zum 
absoluten Wert der Residuen. Bei Arbeitslosenquoten kleiner als 
die Oberfläche sind die Säulen in Cyan, bei Quoten größer als 
die Oberfläche in Magenta eingefärbt.
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3	 Volumenerhaltende Interpolation 
aus polygon-bezogenen Daten

Die überwiegende Anzahl von Indikatoren 
zur Messung regionaler Disparitäten wird 
aus Daten berechnet, die mit einer flä-
chenhaften Bezugseinheit assoziiert sind. 
Zur Interpolation von stetigen Oberflächen 
aus flächenbezogenen Daten wird in GIS-
Paketen wie ArcGIS ein punktorientiertes 
Verfahren angewendet. Jeder Flächenein-
heit wird als geometrischer Stellvertreter 
ein Punkt zugeordnet (wie vorher bei den 
Trend-Oberflächen), dann zusammen mit 
dem Datenwert die Oberfläche interpoliert. 
Bei der punktorientierten Methode ist aber 
nicht garantiert, dass eine wichtige Eigen-
schaft der Ausgangsdaten erhalten bleibt: 
Das Volumen über den Bezugspolygonen 
ist in den meisten Fällen nicht identisch 
mit dem Volumen der Prismen in einer 3D-
Choroplethenkarte wie in Abbildung 1b.

Die Methode der pyknophylaktischen  
Interpolation

Zur Berechnung einer stetigen Oberflä-
che aus flächenbezogenen Daten mit Volu-
menerhaltung hat Tobler17 die Methode der 
pyknophylaktischen Interpolation entwi-
ckelt. Die volumenerhaltende Interpolation 

– so die Bedeutung der griechischen Na-
mensbestandteile pyknos und phylax – ist 
ein iteratives Verfahren mit folgenden Ar-
beitsschritten:

1.	Die Polygonflächen werden auf die Punk-
te eines regelmäßigen Gitters abgebildet 
und jedem Punkt wird die Anfangshöhe 
(Volumen/Grundfläche) zugeordnet.

2.	Für jeden Gitterpunkt wird der Durch-
schnitt aus den z-Werten der Nachbarn 
im Gitter berechnet. Tobler schlägt für 
diese Berechnung zwei Optionen vor: 
einmal der Durchschnitt aus den vier 
unmittelbaren Nachbarn, zum zweiten 
ein gewichteter Mittelwert aus den zwölf 
nächsten Nachbarn. 

3.	Nach der Glättung wird die Erhaltung des 
Volumens für jede Bezugseinheit kontrol-
liert. Das Ist-Volumen wird durch antei-
lige Korrektur der z-Werte dem Sollvolu-
men angenähert. Die Volumenerhaltung 
ist also ein Bestandteil des Verfahrens und 
kein mehr oder weniger zufälliges Ergeb-
nis wie bei der Interpolation mit Punkten 
als geometrischer Stellvertreter für Poly-
gone.

Die Schritte 2 und 3 werden solange wie-
derholt, bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist, 
etwa die maximale Anzahl der Zyklen, ein 
Grenzwert für das Maß der Rauheit (oder 
Glätte) der Oberfläche oder die Abweichung 
von Ist- und Sollwert der Volumina.

Das Beispiel mit einem Testdatensatz (Abb. 
5) zeigt, dass das Verfahren sehr schnell kon-
vergiert. Mit bloßem Auge sind ab Schritt 
fünf kaum noch Veränderungen sichtbar, 

Ausgangsdaten Schritt 1, RF=6.31% Schritt 2, RF=1.49% Schritt 3, RF=0.73%

Schritt 4, RF=0.53% Schritt 5, RF=0.44% Schritt 6, RF=0.39% Schritt 7, RF=0.36%

Abbildung 5

Ablauf der Iteration bei einem Testdatensatz. RF = Maßzahl für die Rauheit der Oberfläche
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auch die Rauheit nimmt nicht mehr signifi-
kant ab. Bei realen Datensätzen wie in Ab-
bildung 6 reichen meistens 20 bis 40 Itera-
tionen, um eine ausreichend glatte Ober-
fläche mit minimalem Fehler zwischen Ist- 
und Sollvolumen zu erhalten.

Wenn die Höhenwerte von direkt benach-
barten Bezugseinheiten sehr voneinander 
abweichen, kann die Abweichung zwischen 
dem Istwert des Volumens und dem Soll-
wert so groß sein, dass sie nicht mehr ver-
nachlässigbar ist. Zum Beispiel sind die Ein-
wohnerzahlen und damit die Einwohner-
dichten bei den Stadtstaaten Berlin, Ham-
burg und Bremen in Relation zum Umland 
sehr hoch. Bei der Glättung werden die Vo-
lumina nicht mehr vollständig zwischen 
den benachbarten Einheiten ausgeglichen. 
Das Problem lässt sich nur lösen, wenn ei-
gentlich unlogische Zustände zugelassen 
werden. Logisch ist in diesem Fall, dass die 
Anzahl der Einwohner und damit auch die 
Einwohnerdichte nicht negativ sein kön-
nen. Wird dieses Prinzip für alle Gitterpunk-
te in einer Bezugseinheit durchgehalten, er-
geben sich große Abweichungen zwischen 
den Stadtstaaten und ihrem Umland (Abb. 
6a). 

Lässt man innerhalb eines Polygons auch 
negative Werte für einzelne Gitterpunkte zu, 
werden die Abweichungen in den Volumi-
na für alle Polygone erheblich geringer. Das 
Volumen und der Durchschnitt der Höhen-

werte für jedes Polygon bleiben aber immer 
im positiven Bereich und nahe dem Soll-
wert. In Abbildung 6b kann man erkennen, 
dass um die Stadtstaaten herum die Ober-
fläche mehr eingedellt ist und einige Teile 
im negativen Bereich liegen, die in der Ab-
bildung mit einem blauen Farbton sichtbar 
gemacht worden sind.

Volumenerhaltende Interpolation im  
unregelmäßigen Dreiecksnetz

Die Anwendung des regelmäßigen Gitters 
als Oberflächenmodell hat den Nachteil, 
dass die Grenzlinien der Bezugspolygone 
auf die Gitterlinien vereinfacht werden. Sol-
len die Punkte auf den Grenzlinien erhal-
ten bleiben, muss ein unregelmäßiges Drei-
ecksnetz (TIN) als Datenmodell verwendet 
werden. Die Ausgangsdaten für die Generie-
rung des Dreiecksnetzes ist das Grenznetz-
werk. In jedes Polygon und damit in das ge-
samte Netz müssen zusätzliche Punkte ein-
gesetzt werden, um innerhalb des Polygons 
die Höhe variieren zu können, als Voraus-
setzung für die Annäherung an eine annä-
hernd glatte Oberfläche. Das Dreiecksnetz 
aus den Grenzlinien der Bezugspolygone 
und zusätzlichen Punkten soll bestimmten 
Kriterien genügen:

•	 Das Netz muss so dicht sein, dass alle Be-
zugspolygone, ob klein oder groß, ausrei-

a) ohne negative Werte b) negative Werte erlaubt

Abbildung 6

Anzahl der Einwohner (Volumen) und Einwohnerdichte (Höhe) in den Raumordnungsregionen; links mit Ausschluss „unlogischer“ Werte und 
daraus resultierenden Abweichungen um die Stadtstaaten, rechts mit negativen Werten und vernachlässigbaren Abweichungen von Ist- und 
Sollvolumen.
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Die Korrektur der Höhenwerte zur Erzwin-
gung der Volumenerhaltung wird im Prin-
zip nach dem gleichen Verfahren wie bei 
der Anwendung des regelmäßigen Gitters 
ausgeführt. Für den Abbruch der Iteration 
gelten die gleichen Kriterien wie bei der An-
wendung des regelmäßigen Gitters. Die Im-
plementierung ist etwas aufwendiger und 
der Rechengang dauert etwas länger, weil 
nicht die einfachen Datenstrukturen und 
die implizite Geometrie des regelmäßi-
gen Gitters genutzt werden können. Dazu 
muss die Zugehörigkeit von Grenzpunkten 
zu zwei und mehr Polygonen berücksichtigt 
werden.20

Regelmäßiges Gitter oder unregelmäßiges 
Dreiecksnetz?

Die implizite Topologie des regelmäßigen 
Gitters erlaubt schnellere Zugriffe auf die 
Daten. Deshalb sind die Rechenzeiten für 
die volumenerhaltende Interpolation in der 
Regel kürzer als mit einem unregelmäßigen 
Gitter aus Dreiecken. Weichen die Größen 
der Bezugseinheiten nicht wesentlich von-
einander ab, sollte ein regelmäßiges Gitter 
verwendet werden. Ein Beispiel für eine sol-
che Raumgliederung mit etwa gleich großen 
Einheiten sind die Raumordnungsregio-
nen in der Bundesrepublik. Bei sehr großen 
Abweichungen in der Größe der Polygon-
flächen oder ungünstigen geometrischen 
Formen der Polygone kann es vorkommen, 
dass die Polygone nicht oder mit einer zu 
kleinen Anzahl von Punkten auf das Git-
ter abgebildet werden. Auf der administra-
tiven Ebene der Kreise in der Bundesrepub-
lik sind die Unterschiede in der Fläche von 
Landkreisen und kreisfreien Städten oft sehr 
groß. Eine Verfeinerung des Gitters hilft nur 
bis zu einem gewissen Grad, denn bei sehr 
kleinen Maschenweiten neigt das Interpo-
lationsverfahren zur Ausformung von Pla-
teaus in großen Polygonen.

Die Geometrie der Polygongrenzen bleibt 
erhalten, wenn ein unregelmäßiges Netz 
von Dreiecken als Oberflächenmodell ver-
wendet wird. Weiterhin ist dessen Anwen-
dung ratsam, wenn die Größen der Polygo-
ne sehr unterschiedlich sind und sehr unre-
gelmäßige Polygonformen auftreten. Durch 
Auswahl der geeigneten Parameterwerte für 
die Erzeugung des Qualitätsnetzes ist dafür 
zu sorgen, dass in jedem Polygon eine aus-
reichende Anzahl von zusätzlichen Punkten 
vorhanden ist. Bei vergleichbarer Auflösung 

chend Punkte enthalten, um eine visuell 
glatte Oberfläche zu erhalten.

•	 Dreiecke mit sehr spitzen (oder sehr 
stumpfen) Winkeln sind zu vermeiden, 
weil die extreme Abweichung vom gleich-
seitigen Dreieck arithmetische und visu-
elle Probleme verursacht.

•	 Die Abstände von Nachbarpunkten zu 
Interpolationspunkten dürfen nicht zu 
klein sein, um arithmetische Probleme 
aufgrund der Darstellungsgenauigkeit 
von Zahlen in einem Computer zu ver-
hindern.

Für Modellrechnungen in der computerge-
stützten mechanischen Konstruktion und 
anderen Simulationsmethoden wurden Ver-
fahren für die Verdichtung von Netzen ent-
wickelt, die den genannten und noch weite-
ren Kriterien genügen. Diese Netze werden 
Qualitätsnetze (quality meshes) genannt. 
Für die Implementierung der pyknophylak-
tischen Interpolation in einem unregelmä-
ßigen Dreiecksnetz wurden die Qualitäts-
netze mit dem Programm Triangle erzeugt.18 

Der Algorithmus der volumenerhalten-
den Interpolation mit dem unregelmäßigen 
Dreiecksnetz ist im Prinzip identisch mit 
dem Algorithmus für das regelmäßige Gitter. 
An einigen Stellen sind leichte Modifikatio-
nen erforderlich, um den veränderten geo-
metrischen Eigenschaften Rechnung zu tra-
gen. Die Zuordnung von Punkten zu Polygo-
nen ist zum Beispiel nicht mehr so eindeu-
tig wie im regelmäßigen Gitter. Die Punkte 
im Dreiecksnetz, die auf einer Polygongren-
ze liegen, gehören zu mindestens zwei Poly-
gonen, die Knoten im Grenznetzwerk – dort 
laufen mindestens drei Linien zusammen – 
auch zu mehr als zwei Polygonen.

Im Glättungsschritt wird, in Analogie zu 
den Verfahren im regelmäßigen Gitter, der 
entfernungsgewichtete Mittelwert aus den 
z-Werten der Nachbarpunkte des unregel-
mäßigen Dreiecksnetzes angewendet. Die 
unmittelbaren Nachbarn sind die Punkte, 
die über eine Netzwerkkante mit dem Be-
zugspunkt direkt verbunden sind. Die zwei-
te Möglichkeit ist die Einbeziehung der mit-
telbaren Nachbarn, der Nachbarn der di-
rekten Nachbarn um den Bezugspunkt. Bei 
sehr dichten Netzen mit den unmittelbaren 
Nachbarn in kurzer Entfernung sollte die 
Glättung mit mehr als den unmittelbaren 
Nachbarn erfolgen.19
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in beiden Datenmodellen sind mit dem 
bloßen Auge kaum Unterschiede in der in-
terpolierten Oberfläche zu erkennen. We-
gen der adaptiven Eigenschaften des unre-
gelmäßigen Dreiecksnetzes ist theoretisch 
die Anzahl der Dreiecke für die Oberfläche 
etwas niedriger. In der Praxis spielt dieser 
Vorteil aber so gut wie keine Rolle, wenn für 
die Erzeugung des Qualitätsnetzes minima-
le Innenwinkel und maximale Dreiecksflä-
chen vorgegeben werden.

Die Erfahrungen mit der Anwendung von 
unregelmäßigen Dreiecksnetzen für die py-
knophylaktische Interpolation haben erge-
ben, dass vor der Verdichtung des Grenz-
netzwerks zu einem Qualitätsnetz unbe-
dingt eine dem Darstellungsmaßstab an-
gemessene Vereinfachung der Grenzlinien 
und die Beseitigung von sehr kurzen Linien 
erfolgen müssen. Wegen der hohen Linien-
auflösung entstehen sonst sehr viele kleine 
Dreiecke. Abgesehen von höheren Rechen-
zeiten wird dadurch möglicherweise auch 
das Ergebnis der Iteration beeinflusst. Bei 
sehr kleinen Dreiecken können arithme-
tische Fehler aufgrund der endlichen Ge-
nauigkeit der Zahlendarstellung entstehen. 
Für die Interpolation im regelmäßigen Git-
ter spielt die Auflösung der Grenzlinien kei-
ne Rolle.

4	 Darstellung der Oberflächen

In den Abbildungen finden sich einige Bei-
spiele für unterschiedliche Techniken der 
Darstellung von Oberflächen, die aus für 
die Raumanalyse typischen Daten interpo-
liert wurden. In den Abbildungen 2 und 3 
wird der räumliche Eindruck durch eine si-
mulierte Beleuchtung aus Nordwesten ver-
stärkt. Die Oberfläche wirkt viel plastischer 
als mit der sonst üblichen Darstellung nur 
mit Isoplethen. In den Abbildungen 1 und 
6 werden perspektivische Darstellungen ge-
nutzt. Die statische Darstellung auf Papier 
erlaubt nicht die Lösung von Betrachtungs-
konflikten, etwa die Aufdeckung verbor-

gener Teile durch Drehen und Kippen des 
Blockbildes wie in einer interaktiven Umge-
bung.

Abbildung 4 ist die Fotografie eines echten 
3D-Modells der Trend-Oberfläche mit Dar-
stellung der Residuen. Das Modell wird auf 
einem 3D-Drucker schichtweise aus Pulver 
und selektiv aufgesprühten Klebstoffen in 
vier Farben aufgebaut. Die Einzelheiten des 
Verfahrens und des Arbeitsablaufs sind bei 
Rase21 beschrieben.

Die Verfahren, die in den letzten Jahren zur 
3D-Visualisierung entwickelt wurden, las-
sen sich auch für die Darstellung von karto-
graphischen Oberflächen einsetzen.22 Leider 
ist ein Printmedium für die Demonstration 
dieser Techniken schlecht geeignet. Des-
halb können die Verfahren hier nur erwähnt 
und kann sonst auf weiterführende Litera-
tur und Internetadressen verwiesen wer-
den. Mit Lentikular-Folien lassen sich sehr 
beeindruckende stereoskopische Bilder von 
Oberflächen herstellen, ohne dass zum Be-
trachten optische Hilfsmittel wie Brillen er-
forderlich sind.23 Etwas aufwendiger sind 
Shutter-Brillen, die zusammen mit dafür 
geeigneten Flachbildschirmen Stereogram-
me von beliebigen 3D-Körpern erzeugen. 
Beeindruckende Effekte werden mit Tech-
niken der virtuellen Realität (VR) erzielt, die 
ein scheinbares Eintauchen in eine von der 
Software simulierte Umgebung und die Mi-
schung von realer und virtueller Welt er-
möglichen24, leider noch zu nicht unerheb-
lichen Kosten.
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